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1. Soient (X,7) un espace topologique séparé non compact et X un ensemble contenant X tel que
X \ X # 0. On désigne par S I’ensemble des complémentaires par rapport a X des parties compactes
de X.

a) Démontrer que S est stable par intersection finie et par réunion quelconque.

b) Soit T =T US; vérifier que T est une topologle sur X.
Dans la suite du probléme, on suppose que X est muni de cette topologie.

¢) Démontrer que 7 est la topologie induite par T sur X et que X est partout dense dans X.
d) Démontrer que X vérifie la propriété de Heine-Borel-Lebesgue.
e) Démontrer que X est compact si, et seulement si, X est localement compact et X \ X est réduit a
un point.

a) Soient X et Y deux espaces topologiques tels que Y est discret (c’est-a-dire muni de la topologie
discrete) et non réduit & un point. Démontrer que X est connexe si, et seulement si, les seules applica-
tions continues de X dans Y sont les fonctions constantes.

b) Soit (C;);cr une famille de parties connexes (d’un espace topologique) filtrante pour Iinclusion :
pour tous i, j € I, il existe k € I tel que C; UC; C Cy. Montrer que C' = U;c;C; est connexe. (On
pourra considérer une application continue de C' & valeurs dans un espace discret.)

. Soient X un espace topologique et Y = (Y, d) un espace métrique. On dit qu’une suite (f,,) d’applica-
tions de X dans Y converge localement uniformément vers une application f : X — Y si, pour tout
x € X, il existe un voisinage V de x tel que la suite ( fn‘v) converge uniformément vers f|y,, c’est-a-dire

sup d(fn(y), f(y)) — 0, quand n — +o0.
zeV

Si les f, sont continues, montrer que f est continue. (On pourra établir au préalable I'inégalité, ou
yev,
d(f(y), f(x)) < 2sup(f(2), fu(2)) + d(fn (), fn(y)), pout tout n.)

zeV

1Le corrigé sera disponible & partir du 13 novembre 2009 & 1’adresse

http ://www.math.univ-metz.fr/~ choulli/enseignement.html
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1. a) Soient Oy, ..., Oy des éléments de S. Pour chaque i, O; = K¢, donc N;0; = (U; K;)° est bien dans S
car U; K; est un compact de X. Si U;erO; est une réunion quelconque d’éléments de S, avec O; = K¢
pour chaque i € I, alors U;erO; = (N;erK;)¢. Puisque N;erK; est un compact de X, on conclut que
UierO; reste dans S.

b) D’apres a), on déduit 7 US est stable par intersection finie et réunion quelconque, ce qui montre T
est une topologie car (), X € 7. Pour montrer que X e ’j', on fixe z € X alors {«}¢, son complémetaire
dans X et dans S. Donc X = {z}°UX € 7.

¢) Si Oest dans S, ona X NO =X NKC ou K est compact de X. Mais X N K€ n’est rien d’autre
que le complémentaire de K dans X, qui est un ouvert de X. On en déduit que 7 est bien la topologie
induite par T sur X.

Si X n’était pas dense il existerait z € X \ X et un voisinage V de z tel que V N X = (). Par suite, V
étant le complémetaire d’'un compact K de X, on aurait X € V¢ = K, ce qui donne X = K. Ceci est
impossible car X est supposé non compact.

d) Soit (O;)ier un recouvrement ouvert de X. Il existe alors un O; € S. Donc O; = K¢, oit K est un
compact de X. Il en résulte que K C U;»;0; et puisque K est compact, on trouve J C {i # j} fini tel
que K C U;ejO;. Par conséquent X = UgusOi-

e) On suppose que X est compact et que X \ X contient au moins deux points x1 et xo avec x1 # xs.
Puisque X est séparé, il existe Vi = K§ voisinage de x1 et Vo = K§ tel que V1 N Vy = 0, avec K;
compact de X, 7 =1,2. On a donc

VinVa=K{NK§= (KUK =0.

D'ou K1 UKy = X7 ce qui impossible car K; U Ko C X. En d’autre termes, si X est compact alors
nécessairement X = X U {w}.

On montre a présent que X est localement compact. Soit x € X. Comme X est séparé, il existe V un
voisinage de x et W un voisnage de w tels que VNW = . Mais W = K¢, ou K est un compact de X.
Il en résulte que V C K et par suite, V (la fermeture dans X) est un voisinage compact de z dans X.
Ceci prouve que X est bien localement compact.

Inversement, si on suppose que X est localement compact et que X=XU {w} alors (X' , ’f’) n’est rien
d’autre que le compactifié d’Alexandroff de X.

2. a) Si X est connexe et si f est continue de X dans Y alors f(X) est connexe dans Y. Ce dernier étant
discret, f(X) est réduit & un point. En d’autres termes, f est constante.
Inversement, on suppose que X est tel que les seules applications f de X dans un espace discret Y non
réduit a un point sont les constantes. Si X n’était pas connexe, il existerait une partition de X en deux
ouverts disjoints U et V. Alors, pour a et b deux éléments disjoints de Y, 'application f donnée par



f(x)=asixzeUet f(x) =bsix €V serait continue et non constante, ce qui contredit 'hypothese.
b) Soit f : C' — Y une application continue, ol Y est un espace discret non réduit & un point. Comme
C; est connexe f est constante sur C; d’apres a), soit fic, = a;. Soient 4, j € I. Il existe alors k € I
tel que C; U C; C Cy, et par conséquent a; = a; = ay, ce qui prouve que f est constante; C est donc

connexe.

. Solent z € X et V un voisinage de x pour lequel f, |, converge uniformément vers fjy,. Pour y € V,

I'inégalité triangulaire nous permet d’avoir, pour tout n € N,

d(f (@), f(y)) < d(f(z), fu(2)) + d(fa(2), fu(y)) + d(fa(y), [ (y))

et donc

d(f(y), f(x)) < 2sup(f(2), fu(2)) + d(fn(2), fn(y)), pout tout n.

zeV

Soit € > 0. Puisque fyy, converge uniformément vers fjy, il existe N = N(e, V) tel que

sup(f(2), fn(2)) <

zeV

Wl m

Ceci et (1) donnent, pour tout y € V,

A W), 1) < 5 +dUin(@), In ()

Mais fy est continue en z. Il existe donc W un voisinage de x tel que

d(fn(z), fr(y)) < % pout tout y € W.

On pose U =V NW (qui est un voisinage de x). Alors une combinaison de (2) et (3) implique

d(f(x), f(y)) < e pout tout y € U,

ce qui prouve que f est continue en x, et puisque x est arbitraire, on conclut que f est continue partout.



