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L2 — Suites et Séries de fonctions

Chapitre 4 :

intégrales dépendant d’un parameétre, corrigé des exercices 3 et 4

3.a)OnaF(0)=0et
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b) Puique la fonction f : (¢,2) € [0, +00[X [0, +00[— R, donnée par

arctan(tx)

t =
f( 7x) 1 _|_ t2
est continue et que l'intégrale généralisée f0+oo f(t, z)dt est normalement con-
vergente sur [0, +oo[ (résulte de la majoration f(z,t) < 7/2(1+t?) pour tout
(t,x) € [0,400[x][0,+00[), on conclut par un théoréeme du cours que F' est
continue sur [0, +o0.
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D’ou, pour a > 0 fixé,
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On en déduit que f0+oo %(m,t)dt est normalement convergente sur [a, +00].
On conclut alors que F” existe et elle est continue sur [a, +oo[. Par suite, F
est continliment dérivable sur Uy ola, +00[=]0, +oo], et
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¢) Pour z €]0,400[ et = # 1, on vérifie facilement que
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D’ou
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Pour x =1, on a

+oo o
F) :/0 ﬁdt: {*ﬁ}: -5

(On vérifiera sans peine que Inz/(x? — 1) converge vers 1/2, ce qui était
prévisible puisque F’ est continue en x = 1.)

En utilisant la formule F'(z) = )+ [ F'(t)dt, on déduit

Int

F(z) = F(1) + /1 ——dt.
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Par suite fol It dt existe et

t

L ont 2
— F(1) — F(0) = —.
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a) L’intégrale

oo o—z(1+t%)

est normalement convergente sur [0, +oo[ puisque

671(1+t2) _ 1
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et dt est convergente. Ceci entraine la continuité de F.

1+t2

b) On a

ﬁ(ﬂ) L a1+
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Il en résulte que

9 z(1+t2) (142
) tout a > 0.
sup gz ()| < 7 powr ot

Comme dans 'exercice 3, on déduit de ceci que F est de classe C'* sur 0, +o0l,
et

+oo
F(2) = / e—e(14) g
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On proceéde maintenant au calcul de F/. On a

Ty I
Fla)=-c [ e _ / s,
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ot l'on a utilisé le changement de variable s = y/zt. Cest-a-dire

F() =S [T
r) = —C—= avec Cc = (& S.
v 0

¢) En utilisant le fait que F' est une primitive de F’, on conclut que

x):k‘—c/o %dt7 (1)

pour une certaine constante k.



d) Comme F est continue en 0, on a

oo 1 T
F0)=k= —dt = —.
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D’autre part,

1
dt = Ze‘”ﬂ x>0,
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ce qui implique que F(z) tend vers 0 quand z tend vers +oco. En passant a la
limite, quand z tend vers +oo dans (1), on obtient
+oo —t

—=dt.
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Mais f0+oo e—\;dt =2 f0+oo e~t"dt (cette identité ce montre facilement en faisant

0O=k-—c

dans la premiere intégrale le changement de variable s = v/t). D’ou

+oo
c:/ e_szds:\/gzg.
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